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摘 要：首先定义了Choquet积分模的概念，然后分析了折线模糊神经网络在Choquet积分模意义下对模糊值函 

数的泛逼近性，证明了当模糊值函数满足相容性时，折线模糊神经网络能够以任意精度逼近该 Choquet可积模糊 

值函数． 
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Abstract：First the Choquet integral norm s in sub-additive fuzzy measure are introduced in this paper．Then the 

universal approximation of polygonal fuzzy neural networks for fuzzy valued functions in sense of Choquet integral 

norm is analyzed．We show that the polygonal fuzzy neural networks are pan-approximators for fuzzy-valued 

functions in sense of Choquet integral norm s with respect tO fuzzy measure when the fuzzy-valued functions are 

compatible． 
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1 引言 

模糊 神 经 网络 (Fuzzy Neural Networks， 

FNN)能应用到实际中的前提在于其泛逼近能力， 

而且 FNN的学习能力与其逼近能力密切相关，因 

此研究 FNN对连续或可积模糊函数的泛逼近能力 

非常重要．国内外很多学者对这一课题进行研究，并 

取得了很多重要的研究成果l_1 ]．文献[5，6]研究了 

FNN对连续模糊函数的泛逼近性，文献E73研究了 

折线 FNN在 Lebesgue测度中的 积分模意义下 

对可积模糊函数的泛逼近性．但是由于测度和积分 

模的种类多种多样，比如在模糊测度 中的 Cho— 

quet[ 9]积分模和 Henstock积分模等，在不同的测 

度空间的不同积分模意义下折线 FNN的泛逼近性 

会得出不同的结果．本文对折线 FNN在模糊测度 

中的Choquet积分模意义下的泛逼近性进行研究． 

本文总假设所涉及的模糊测度是有限连续的模糊 

测度． 

2 模糊数和折线模糊数 

我们假设 N是全体自然数集合，R代表实数集 

合．X是一个非空集合． 

定义 1 VA，B∈ ，A和B之间的Hausdorff 

距离dH(A，B)定义如下_5]： 

dH(A，B)=max{V八(1l x--y l1)，V 八(1l 
∈AyE B ∈ ∈ A 

z— I1))． 

当A===[n， ，B—Ec， ]时，dH(A，B)一l口一cl 
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V l 6一 1． 

定义 2 令 ：R一[0，1]是一个映射，如果 

满足如下两条，则 A称之为一个模糊数． 

(1)ker(A～)==={xERI ( )一1)≠ ； 

(2)aE(0，13，A 一Fa ，a ]是一个有界区间． 

令 Fo(R)代表实数集上的所有模糊数集合． 

VA，BEFo(R)，A和B之间的距离定义为： 

D(A，B)一 V
一 一

(dH(A ，B )) 

由文献r-s-1可知，(Fo(R)，D)是一个完备的距 

离空间．令 R(R) FO(R)，那么(Po(R)，D)也是一 

个完备的距离空间． 

模糊数在模糊理论中是很重要的，但是模糊算 

术是非线性且很复杂，这是因为基于 Zadeh扩展原 

理的四种模糊算术运算并不满足封闭性．因此一个 

重要的问题是如何以近似方式对模糊数进行扩充得 

到一些满足封闭性的模糊算术．文献r-s]中提出的折 

线模糊数是现有模糊数的一种逼近，而且基于折线 

模糊数提出的模糊算术更加简单且具有良好的线性 

特征．下面介绍折线模糊数及其模糊算术． 

定义 3 对 VA E Fo(R)， ∈N， 一l，⋯ ，女口 

果存在 a6 ⋯ ： ⋯ 5∈R使得Vz∈尺， 

A(z)一 

鲁I二 (x一 2—1)+ (以{一1)， ————-广——·r———一 一 一 1一̂ 以 一 ' 

a2 2—1； 

1，口 ：； 

(x--al一1)+ (盘； 1 ————_ ——— ———一 一 1-，l 盘 一 ’ 
口 一 口Z一1 

al ；一l； 

0，otherwise 

(1) 

其中假设 o／o一0那么 称之为一个折线模糊数， 

记作 一(Ea ，口：]；a3，⋯，口 一 ，口i一 ，⋯，a5)．．F 

(R)代表所有的折线模糊数集合． 

图 1表示了一个 折线模糊数的隶属度函数曲 

线．很明显，一个 折线模糊数有有限个点唯一确 

定，而且它比模糊数更简单．特别地，如果令 一2， 

那么A是一个三角模糊数；当 a 一a：，A变成了一 

个梯形模糊数． 

令 一([盘 ，a：]；a6，⋯，口 一 ，＆i一 ，⋯，口3)EF 

(R)，则可推出ker(A)一[盘 ，口i]， 。一[口6，口5]，且 

有如下两式成立： 

口6 ⋯ 盘 ≤⋯ 口5， Vi=0，1，⋯， ， 

音一( )音=Ea ，n ] 

对 V ∈ (R)，由定义 3可以很快得出如下 

’ ， 

⋯ ⋯ -  ⋯ ⋯  

⋯ ⋯ ． 

n 0 c ： a： 

X 

图 1 折线模糊数 

不等式： 

o— ( 6)< (以})<⋯<： ( )一1一 (口：)> 
⋯ > (以5)一0． 

定义 4 假设 nEN，对VA∈ (R)，折线算子 

乙 ： (R)一 (R)定义如下： 

z ( )一 一([倪 ，n：]；a6，⋯，a 一 ，口：一 ，⋯， 

a5)． 

定义 5 令 A，B∈ (R)，a E R．基于“+”， 
“

一

”

，

“
· ”和单调函数 ： (R)一 (R)的新的 

扩展原理定义如下[卜引： 

+豆一( + ，口 + ]；以6+63，⋯， 

口 一1+6 一1，以；一1+6：一1，⋯，a5+63)； 
一 豆一(Ea 一 ， ：一 ]；口3一 ，⋯， 

口 一1—6 一1， ：一1 mu 2—1，⋯，a5一 )； 
· 豆一(Ea ·b ，以i· ]； 3·b6，⋯， 

7  

一  

‘ bL
， 

， 

2
一  

。

_=bnL ，：一，盘5·60 (2) 
口· 一(Ea·n ，口·以：]；以·n3，⋯，以·以 一1， 

a·口 一1，⋯ ，a·口i)； 

a(a：)]w(a6)，⋯， (口 一1)， 
⋯ ，a(a5))， is increased； 

a(a )]； ((z5)，⋯， (口：一1)， 
⋯ ，a(a3))， is decreased 

其中C ，C ( 一0，⋯，，z)由区间乘法确定：Ec ，c ]一 

[以 ，n ]×Eb ， ]． 

我们很容易推出模糊集合 (R)在上述定义 

的扩展算术下是封闭的． 

对A，BE (R)，我们知道 

D(A，B)= y dH(A~，B吾)= 
一

V( 一 V
Eo 1 a∈ ，lj — 

la 一6}1)， 

其中D是F。(尺)上的距离，特别地当 豆==：O， 的积 

分定义为：D( )一V(I n l V I a 1)． 

引理 1 令 A1，A2，A3，B ，C ∈ (R)，k—l， 

⋯ ，72．对 nEN，如下性质成立【一 ： 

1 

，●＼ 2  ， 1  

(  (  盯 

，●●●●●●●●／、，●●● ●●L  一 

＼，  ～A 

／●＼ 
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(1)D(( 1，A～2)，( ， 3)) ll 1 Il·D(A～2， 

3)； 

(2)D( 豆 ， )≤ D(豆 ， )． 
k一1 k一1 k： 1 

3 Choquet积分和 Choquet积分模 

定义6 如果x是一个非空集合，BG_P(X)是 
一 个a一代数， ： [0，o。]是一个具有如下性质的 

非空集函数： 

(1) ( )一0； 

(2)A B=>￡上(A)<／2(B) 

那么 称之为B上的模糊测度，而(X，B， )称之为 

模糊测度空间． 

定义 7 可测函数 ：̂X一[0，oo)的 Choquet积 

分定义为[。] 

』c。o ( ))如 
其中h (a)一{zl (z) a)，VaE Eo，oo)． 

令(X，B， )为模糊测度空间，S(z)一∑(口 — 

aH) 胁)是 X的非空简单函数，S(z)的 Choquet 

积分定义为 

(c)Is(z) 一∑(以 一以卜 ) (A) 

其中 ． 是A的特征函数． 

将所有有界模糊值函数集合记为L(T，B ， ) 
一 {FlF： Poo(R))．对模糊值函数 F ，F2∈L(T， 

B，r， )，D(Fl，F2)是模糊测度空间(T，BT， )上的 

可测函数．D(F ，F )的 Choquet积分记为 △(F1， 

Fz)，定义为： 

／x(F1，F2)一(c)I D(F1，F2)。 ． 

定义 8 令 -厂和g是X 上的扩展实值函数，A 

CX，如果对A上的每个模式( ，z )，-厂( )< (z ) 

g(z)<g(z )，那么我们说 ，和g在A 上是相容 

的．如果 A—x，则称 和 g是相容的，记作 厂 

～g[9]． 

引理 2 ( (R)，D)构成一个完备可分的距离 

空间[引． 

引理 3 (Lusin’s定理 )令(X，B， )为一个 

自连续的模糊测度空间．如果 厂是E∈B上的一个 

可测模糊值函数，那么，对任意e>o，存在一个紧集 

LEB使得 在L上连续并且 (E—L)<e． 

引理 4 令每个模式(厂，g)是 X上的可测函 

数，那么如下的条件彼此等价 ． 

(1)，与g相容，即，～g； 

(2)对 X上的每个模糊测度 ，则 

(c)f(f-F g)dl2一(c)』 +(c)』g ． 
4 折线 FNN的泛逼近性 

本节研 究折线 FNN在 有限模糊测度 中的 

Chonquet积分模意义下对可测模糊值函数的泛逼 

近性． 

定义 9 假设 ：R—R是一个连续递增的 sig— 

moid扩充函数．一个四层折线 FNN表示为： 

r ：R (R)一 (R)I ( ) 
I 

~Eo-I=l一 五·毫 · (晚( )·乙( )+ )， l
户∈N，

k= l 

∈ (R) 

其中第一层隐含层神经元具有激励函数 盯，第二层 

隐含层，输入和输出层的神经元都是线性的，输入神 

经元上有折线算子 (·)．输入属于模糊数 

(R)，输出属于折线模糊数 (R)．A～ ， ，， ( )， 

∈ (R)为网络权值． 

定义 10 假设模糊函数 F： (R)一 (R)，如 

果对Vs>O和任意给定的紧集 ∈ (R)，存在 F埘 

∈霄[ ]使得V ∈ ，D(F埘( )，F( )<e，那么 

Eo]称为模糊函数F的泛逼近器． 

定义 l1 令一个具有激励函数 的四层折线 

FNN ： (R)一 (R)，g为连续函数．如果 

( )一妻 · ，· ( ( )· ( )+ 
k= 1 J= 1 

，) 

是函数的 g泛逼近器，那么 称为 Tauber-Wiener 

函数，其中pEN，A～ ， ， ( )， ∈ (R)． 

引理 5 如果 F ，F2，F3 EL(T，BT， )，那么 △ 

(F1，F3)≤△(F1，F2)+△(F2，F3)． 

证明： 
r 

A(Fl，F3)=(c)I ED(F1( )，F3( ))] 

r 

(c)I ED(F1(z)，F2(z))+D(F2(z)，F2(z))] 

r r 

(c)I D(F1(z)，F2(z)) +(c)I D(F2( )，F2( )) 

△(F1，F2)+△(F2，F3)． 

因此 L((T，BT， )，△)是一个距离空间． 

定理 1 如果 F：卜 R(R)且 (T)<+OO，对 

任意s>O存在一个简单可测模糊值函数 S：T_+ 

(R)使得 △(F，S)<e． 

证明：因为( (R)，D)是一个完备可分的度量 

空间，因此对任意X∈ (R)，i E N，存在可数个紧 
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集{ ， ∈N)使得D( ， )<e。．令 

T1一{ E TI D(F( )， 1)<e)； 

丁2一{ ∈T J D(F(z)， 1) e，D(F(z)， )< 

￡)，⋯ ， 

==={zE TI D(F( )， ) e，D(F(z)， )<s， 

==：1，⋯ ，咒一1) 

其中 i—T，Ti n Tj≠ ( ≠ )， (T)一 ( U~Ti) 
<+∞·那么存在 d。EN使得 ( )<e。·令 S 

do 

(z)一蚤(ai--ai-1 ( )(xE T)，其中To一》U ， 
ao一0，O<a1 2 ⋯≤口 ．{T0，T ”， )是 T的 

有限部分，S是T上的简单模糊值函数，并且 

A(F，s)一(c)I (F(z)，s( ))dz J T 

：：： (c)I fo [D(F(z)，s(z))] J 
I J,T ’ 

∑(c)l一[D(F(z)，s(z))] + 

(c)I[D(F( )，s( ))] 
J J 0 

≤∑(c)l [D(F(z)，s( ))] +e。 

e0[-I1(T)+1] 

令e一0，那么 △(F，S)一0，即对任意 s>0， 

△(F，S)<s成立，得证． 

定理 2 如果(T，B ， )是一个有限模糊测度 

空间，厂和g是相容的，那么有如下性质成立： 

(1)在Choquet积分模意义下，HEal是 S的泛 

逼近器． 

(2)设F：卜  (R)为模糊函数，那么H[ ]在 

Choquet积分模意义下能以任意精度逼近 F． 

证明：(1)令 S(z)一∑(n --a 一1) (xET)，其 

中口。一0，0<a ≤⋯a ． A ( )是一个非负可测函数， 

由引理 4可知，对任意 e。>O存在一个闭集 丁 

使得 (T--L ) e。并且 ( )在 上连续．因此存 

在一个 Tauber-Wener函数 ，t̂ N， ⋯， 

"／3 ，0 1， 2，⋯ ，0 E R， (̂1)， (2)，⋯ ，  ̂

( )∈ 使得 

1)[ ( )一
j叁 如· (<秘， ( )，z>+ )I<￡。 

(xEL )． 

令L—n ，那么T=LU(T--L)，其中 
一 l 

z(T—L)一 (T一 L̂)一 ( 0
一  
(T—L̂) 茗 口 一 口 ：l 一l —l 

／1( ’--Lk)． 

由于,u(T--L )<go，因此存在e1>0使得 (T 

— L)<e1．假设￡：==∑t̂，其中愚=：=1，2，⋯，q，记 一 

， 一o．对 k=l，2，⋯，q，j=l，2，⋯，t 9定义 

r ( 一 )， < ： +1 

一j 0， 否则 l ， 否则 

0 

1 

I ， 否则 

一  

0 

州  

I ， 否则 

令H( )一 ．奎 ． (< ( )， >+ 
)，那么 H。[ ]且V--忌1

HE 一{1，2，⋯，q)， 

2vkj· (< ( )，z>+％)一毫 · (< 
，= l ，= 1 

( )，z> + )． 

A(H，s)一(c J WD(H(z)，s(z)) 
一 (c) 

⋯ 、

D(H( )，s(z)) 
J LU(1’-L) 。 

<(C)JLU(⋯[D( 五‘ 。 

(< ( )+ >)，∑( 一口 )， )] 

I V I 一口 I)． 

((C)『LU(H [。‘ t <№ )+铅>)， ) ) 

I V l 一口 1 1)。 

((c)』 E。( t < )+ >)协)] 

+(c)』M[。( t < (j)--k 0tj>)协)] ) 

∑
k= l(1 I V I 一口 I)。((c)j Le。 + 

(oSHED( t < )+ >)， )] <ez 
因此 

， ∑ 

<一 

∑㈨ 

<一 

> 得 
使 

在 

< 存 

(  ， 乱 
． < 

=二i 

∑ 、一 ( T D 

．  

卜 对 
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△(H，s) ∑
k= l
(1五I V I 一n卜 1)·(of2。 

+(C)j H[D( ‘ (< )，z>+ )，zk)-l@) 

- -  Y
一

； ,(I I V 1 一以 1)。((c)j f|￡。 +sz) 

一 ∑(1 l V l 一口 1)·(e。· (L)+e ) 

即存在e>O使得 A(H，S)<e，得证． 

(2)我们由定理 1和结论(1)可以推导出(2)． 

5 结束语 

本文讨论了四层折线 FNN在 Choquet积分模 

意义下的逼近能力，给出了四层折线 FNN能够逼 

近模糊测度空间中的Choquet可积模糊函数的充分 

条件．由于模糊测度中有多种不同的积分模，在不同 

积分模意义下得到的泛逼近性不同，因此我们将研 

究折线 FNN对其他非加性模糊测度空间中的其他 

可积函数是否构成泛逼近器，从而为折线 FNN在 

非连续可积领域中的应用打下坚实的理论基础． 
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